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PARECCHIE DELLE QUALI 80^0 PROPOSTE 
E NON RISULTE NEI NUOVI ANNALI DEL TERQt'EM 

NOTA 

DEL PROF. GIUSTO BELLAVITIS 

JHemhrn effelfivii dell' l. H. hlitulu veneto di scienze, teilerc 
ed orli 

(E$tr> Voi. Serie III de^li Aiti «leir (•ttiiuio gt**«!io.) 

— — - 

A mantentere viva la scienza ed a mostrare le applica- 
zioni dèi suoi metodi sono specialmenle acconce le solu- 
zioni di variati problemi, gli Annali di Mateinulica pub- 
blicali dal Tcrquem ne contengono parecchi ; credo non 
inopportuno presentare le soluzioni di alcuni adoperando 
specialmente il metodo delle equipollenze o gli altri metodi 
raccolti nella Sposiziono, che ebbe l’onore d’essere com- 
presa fra le Memorie deH'Istilulo (I8G0,VIII, pag. 241-390). 

• I . Mediante gli angoli sotto cui si veggono le distanze 
fra ire punti conosciuti ABC determinare sulla tavoletta 
pretoriana la posizione dell' osservatore. Il Poudra risolve 
( N. Annales. Terq. 1837, XVI, pag. 389) questo problema 
senza bisogno di descrivere gli archi di circolo capaci degli 
angoli osservati. Parmi che la soluzione da me trovata di- 
rettamente (Mem. Istit. 1843, I, pag. 249) col metodo delle 
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equipulIcMze sia la più comoda operando sulla lavolellu; si 
abbia su questa il triangolo abe simile al triangolo obbiet- 
tivo ABC, e si voglia segnarvi il punto x corrispondente a 
quello X, in cui si trova l'osservatore, lo giro la tavoletta 
in guisa che il lato ca sia diretto al punto A, i e segno la 
retta c$ verso l'oggetto B. Trasportato il punto a sopra il 
punto X del terreno, su di cui corrispondeva da prima il 
punto c ( questa avvertenza può quasi sempre ommettersi, 
ed il Poudra non la accenna), dirigo ac all’oggetto C, e 
segno lu retta aji verso B, la quale incontri in /S la retta 
precedentemente tracciata. 'il punto cercato x si troverà 
sulla retta b0. Dopo ciò ò facile orientare la tavoletta : 
d’ altronde potrebbesi determinare nello stesso modo una 
retta axet. 

2. Descrivere due circoli che si tocchino esternamente, 
abbiano i raggi in dato rapporto, e nei dati punti A B toc- 
chino due rette pur date. (A', ylnn. Terq. XVII, p. 45, 177, 
Quest. 428). Si può supporre che i centri X Y dei circoli 
richiesti si muovano sulle rette AX BY perpendicolari 
alle date con moti uniformi e colle velocità nel dato rap- 
porto, c si arrestino quando la loro distanza , XY egua- 
glia la somma AX-|-BY, Ora immaginiamo che il pun- 
to A rimanga fermo, e facciamo che B vada in R, ese- 
guendo ambedue i movimenti BY XA, vale a dire, sia 
BIl la somma-geometrica (da me adoperata fino dal 1832* 
cioè multo prima del Saint-Venant) delle due rette BY X A, 
cioè sia' YRtfUiXA (che significa YR uguale parallela 
c diretta nello stesso verso della XA) . JXoi determine- 
remo la direzione della retta BR-, prendendo BY' Y'R' 
nel dato rapporto BY : XA centro in ;R', con , raggio 
eguale alla somma delle BY' Y'R' taglieremo la AB in 
A' ; poscia costruiremo la figura ARYB , omoteticu (si- 
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inile e siinilimmte (insta) alla A'R'Y'B, e sarà ' AXt^^RY, 
X'YiiasAR. ' V , -, 

‘ 8 <. AUmi 'teoremi che ^ facilmente .ù dimostrano ' colle 
equipollenze. Le Questioni 380, 398, 399 proposte nei 
p. 480j 390/ si risolvono facilmente col cal- 
colu baricentrico, ossia col metodo delle equipollenze. Quan- 
do- il punto ! M è il baricentro delle masse 'p !q r poste 
nei punti A B C essendo si'ha'i’ espres- 
sione baricebtrica , . , . 

yiiCsp. A-|- q. B-j- r. C 


e qualunque siasi il punto S ha luogo I’ equipollenza 
SM^p. SA-h q. SB-^- r. SC ; 

è poi facile dimoslrare'che'le aree dei tre parallelogrammi 
cogli angoli ABC ottenuti conducendo per M le 
parallele ai lati del triangolo ABC sono proporzionali 

4 14- 

a qr rp pq, cioè u - - - . Se S sia il vertice di 

, P 7 »• , 

un triedro trirettangolo SABC, e si prendunó le SA 
S6 .se !per assi coordinati ortogonalii posto ,SA~a, 
SB— se— e, il piano ABC è parallello a quello che 
ha r equazione ! • .. i: . <l ri > / n i 

a o c 

c perciò è perpendicolare alla retta che io segno {Sposiz. 

4 4 4i 

dei mel. di Geom. anaUt. §298)con^ - -J . ^ ^ Questa 

retta forma colle rette SA. SB SC e colla retta SM 
segnata con (pa, qb, rc\ gli angoli, le cui secanti binino 
i quadrati . _ / ■ 

‘*’(y v) i ) ’ 
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cosi si vede die i tre primi quadrati inolliplic^li rispetti- 
vamente per p* q'‘ r* hanno la somma eguale ai^quarto. 
Questo è il teorema che sotto la Q. S80 si trattava di di- 
mostrare. t 'fi .• 

4. Analogamente alla prima parte del precedente, para- 
grafo se S sia il baricentro delle masse ai 0 y ^ < poste 
nei punti A B C- D i parallelepipedi, che si formano cui 
triedri A B G D mediante piani paralleli aileiacce del 

t'I ili. 

tetraedro ABCD , sono proporzionali a ^ ,, - j , e 

si Im [ ■ I' (. (I. j, j • i| . , 

— S.sn «.SA -I- /S,SB ri- >.SG , 

ossia — ^.SD è la somma geometi'ica delle rette «.SA, 
. SB , ^ . se , e se queste sieno tra loro ortogonali sarti 
per, conseguenza, come è ben noto, _ ,, ,,, 


(S . SD)»=(a . SA)»+(/3 . SB)»-h(> • SC)» ; 


ponendovi in luogo di 


i 1 

« ’ J ’ 


ec. i volumi dei predetti 


parallelepipedi si ha il teorema annunciato solto la Q. 399. 

5. Prolungaodo la predella retta AS fino ad incon- 
trare in A' la faccia BCD del tetraedro ABCD i 
principii del calcolo delle equipollenze danno 


/3.SB-(-y.SC-f-i.SD 

SA ^ ^ : - ■ , 


ed essendo SA*!~’ 




chiamata a la grandezza di SA sarà 

1*1 4 • * * 

g * ' 

sicché supposto per brevità - avremo 


SA'^SÀ'^o \ “ / ««■■ 


Digilìzed by Googte 


— 6 — 


r.osì pure 

i, i_4 ±. i__i ^ 

8B~^SB ’ SC^^SC ^CT- ’ S1)"^SD'~ dS ’ 
e l’equazione proposla nella Q. 398, la quale riguarda le 
potenze — 2 delle procedenti quuntilfi, sarù 

che è la notissima relazione sopraindicata appartenente 
alla soimna-geoiiietrica delle retta a . SA 

/S . SB . se tra loro a due a due perpeudicolari. 

6. Anche per la Quest. 338 (JV. Ann. XV, pag. 20) si 
presta naturalmente il metodo delle eqiripullenze. ’ In un 
triangolo isoscele ABC , cioè con AB?:r:AC , si pro- 
lunghi d’ altrettanto la baSe BC , il che si esprime con 
CD^BC ossia AD^2.AC — AB ; poi si dimezzino i lati 

-1 ■ ' i ' ‘ 

AB AC, cioè AEtG; ^ AB,' AHtii; ^AC . Sia 

Fcoinc.AC(DE), ’ ‘ ‘ ' 

ciòè'sia F l’intersezione delle rette AC DE , il che è 
espresso dalle equipollenze 

AF-i».ADH- ( l— »)AEt£i;2jj.AC— j»,AB4--T-ABsc4 AC 

z o 

Éiii - -.j M '* *‘t I <1 

[avendo determinato n io modo che n:=p jT-j ; po- 
.scia dovendo prendersi sulla AB' ’ la AG=:CF s(frà',"a' 

motivo di ABrr-AC . AG; 0 ;-ì^AB .4 I equipollenza 

•il. i, ori !••!! il'8 « “i.-r; ■ !;l . .i;,'!! 

AB^ÌAC:0:4-AD-f-4 Af. ' ' 

» I . } 2.1 4 ’ 4 i » :> 

mostrajche i tre punti G. D..jH sonò in linea retta. Sia 
I coinè GF(EH) , il che è espresso dalle , 


Aliiirp. AG^ ( I — p) j+7 (t --ff)AH;2; 
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giacché queste equipollenze sono soddisfatte da PJ=-^ 
Finalmente sia Kcoine. AB(DI) sarà^^ 

® ' 1 ■■ 1 ■ ' . i. -.v'. -I h-'.' -Il I 

AKiCir.Af + (l — r)ADs~ 

tii;^AB4-4AC-f 2(t— r)AC+ (»•— ^) ABì^ìì-*-AB 


h 








6 

il coefficiente dii AG si annulla ponendo 

cosi rimane eziandio' dimostrato che il punto' K ^^cade 

2 I ' I ■ •..'•r. ■- . fi ■ ' ■! li ■ ii'iity .il 

"g ■ ■ '■ ì Ih,!' ! • Ili 

7. Centri del triangolo e proprietà del telragom-com- , 
pietà trirettangolo. Nella Sposizione del metodo delle equi- 
polienze {Mem. Soc., Hai. -1854, XXV, § 102, ec. ) di- 
mostrai direttamente parecchie relazioni tra i seguenti 
centri del triangolo AB^|:^ centro dei circolo circo- 
scritto, I — 3> ,?l S C centri dei circoli inscritto ed exii^- 
scritti, — G baricentro (centro di gi-avilà), H pun- 
to d' intersezione delle tre altezze del triangolo, che io dico 
centro dtivciprcrcità,' perché rispetto ad esso il triangolo'^ 
reciproco^di se medesimo, cioè le distanze di H da un 
vertice e d%l iato opposto del triangolo hanno if p'rbdotto 
costante, 4 --O baricentro dei quattro punti , A ,,B , C:, II , 
— A 4 B| C 4 centri dei circoli circoscritti ai triangoli 
HBC HCA HAB, — 3), ^ baricentro 'dei lati dèrtrian-' 
golo ABC, ed ^91, baricentri dei medesimi 

lati, quando ad uno di essi si attribuisce un coefficiente 
negativo.' Sr'haano le eqinpòHense, di 'felli 'è- facilissima' 
l'interpretuzione d.i • ■ li i I; . (ll.li Iit 'I 

I , V ' . i' "l- ili' , 

' 8 . Analò^ameiité^ai nome (tuadriiatero-compìfétofgio- 
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va (lih)’l!«tra 2 ^«no-«oi 8 p<eio< r insieme di 4 punti e delle 0 
retle che li congiungono a due a due ; in particolare dire- 
mo (etra^»o-coiN;pte(oir(r«(taRjro/o quello che come ABCH 
abbia i Ioli opposti. I AB CH, AC BH, BC AH tra loro 
perpendicolari. /:ce»lri H, A, B,'C, dei circoli' ABC 
HBC'HCA ItAB Yormano un telragono-compteio Irirel- 
temfuln eguttte' ed omoteiieo adì HABC, ogni lato di uno 
di guattii ie&agoni dimesiza . perpmdicoéarmeuie un tato 
delF nitro j A è il centro del circolo H,B,C, ece. 

9. Il circolo col centro O cd il raggio p la melà 
di quella del circolo , ABC, taglia i lati del triangolo 

il • * * . > k • * I 

ABC nei punii di mezzo, nonché nei piedi delle Ire altez- 
ze, e dimezza pure le perpendicolari AH BH CH ter- 
minate nel loro punto d’intersezione H (Spo«. § 107). 
Diremo die O è il baricentro' del tclragono trireltan- 
golo, giacché é il baricentro dei suoi vertici.' *' ■ 

*i0. / centri ® 91 H ' dei circoli inscritto ed 

exinscrilti formano un' tetragono-completo Iriretlango^ 
lo, H, ne è il baricentro,' perciò esso 'ha rispetto a 
® 91 C le stesse proprietà di 0 rispetto ad ABCH 
{Spos. § 108). 

11. La somma dei raggi 2p p dei circoli circoscritto 
ed inscritto eguaglia la semisomma delle distanze dei ver- 
tici dei triangolo ' ABC dal punto comuìie alle tre altez- 
ze, che sono doppie delle distanze dai lati del centro H, 
del circolo circoscritto. La disianza H,2> dei centri è 
media proporzionale tra 2 p e 2(p — p ) ’ ( Sposiz. 

§ 109, 104). 

, 12. Il baricentro del perimetro del triangolo ABC 

4 4 ■ 

è dato da 2),G^-“G3> ; similmente è 9I,G^!:— G9I , ecc. 

t “ t I • 

sicché il ielragoau-coiUpleto trireli 4 ugolo .3>9iaj,8 , forma - 
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lo dai centri dei circoli inscritto ed cxinscrilli è omotetico 
n quello costituito dui baricentri dei tre iati 

presi lutti tre con eguale segno, oppure uno con segno, op- 
posto agli nitri due (Sposiz. § >110, 1 12). < « 

13. Alcuni di questi teoremi possono rendersi evidenti 
mediante la considerazione di ligure omotetiche, cioè. si- 
mili e similmente poste. Un triangolo ABC e quello 
A,B;C, , che ha i vertici nei punti di mezzo dei lati del 
primo sono omolelici, c ne è centrp di simiiiludiBe il loro 
baricentro comune G , cioè si ha 

0A.,rO;— 4-GA , GB„£ì:-4-GB . GC,^— ^GC . 

2 ’ » 2 • * 8 

' t A 

Pongasi similmente GA,r£l;— ^ GA»^ ^GA , ecc. cioè 

sicno A4 B4 C4 i punti di mezzo dei lati del triangolo 
A, Bj . Se dai punti A, B„ C„ s’ innalzano rispet- 

tivamente le perpendicolari ai lati BC CA AB è ben 
noto che esse s’ incontrano in un unico punto H, (che 
è il centro H, del circolo circoscritto ad ABC) quel- 
le rette sono anche le altezze del triangolo A, B, C,, cosi 
è dimostralo che esse s' incontrano in un unico punlo H, , 
che diremo il centro di reciprocità del triangolo A, B, 0» . 
Per la similitudine delle figure se faremo 

GH^— 2.G1I„, GH,^-icn, 

z 

saranno 11 II, i centri di reciprorilà dei due triangoli 
ABC A4B,C, , c II, sarà pure il centro del circolo cir- 
coscritto ad A,B.,Cj . Il punto II4 appartiene quindi 
alla retta condotta per A, perpendicolarmenie a B4C4 , 
cioè a BC ; ora la iella A^.AjA essendo divisa per 
metà in A, , lo sarà pure la sua proiezione sopra BC ^ 
quindi il circolo col centro H, ed il raggio H4A, pas- 
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serà unche pel piede dulia perpcndiculaie al)l)usi>aUi da A 
sopra BC . Questo circolo A,B,Cj , che passa pei 
tre punti d’ intersezione dei lati opposti del tetragono-com- 
pleto trircttangolo ABCH, per la stessa ragione che ne 
dimezza i tre lati AB BC CA ne dimezzerà pure gii al- 
tri Ire CH AH BH. — Il circolo col centro H., ed 
il raggio p metà di quello del circoscritto ABC può 
quindi dirsi il circolo di nove punti sia rispetto al tetrago- 
no trirettaugoio ABCH ^ sia rispetto ad uno dei trian- 
goli ABC ABH CAH BCH . Si noti che ora abbiamo 
segnato con H, H^ i punti che prima dicemmo H, O, 
e ciò per mostrare la relazione di grandezza delle 
GH^ — 2,GHst£i;^.Gn, : 

invece il segno H, ci ricorda che OH,£ì;— OH , 

0 A, ^ — 0 A, ecc. di qui lo proprietà notate al § 8. 

Ci. Essendo G il baricentro dei tre punti ABC 
«1 essendo GH^ììììS.H^H sarà H^ il baricentro dei 
quattro vertici del tetragono trirettangolo ABCH , esso 
ò perciò alla metà delle rette che uniscono i punti di mez- 
zo delle AB CH , ecc. 

19. Il centro 3) del circolo inscritto nel triangolo 
ABC appartiene alia retta dimezzante I' angolo B A C , 
la quale taglia il lato opposto BC in due parti propor- 
zionali ai lati adiacenti; sicché segnando al solito con a ù c 

1 lati del triangolo ABC , sarà 3> il baricentro delle 
tre masse a b e poste nei punti AB C , cioè 

a.®A-|-à.S>B-|-c.2>CiiiK> . 

Prendendo G® sarà per la stessa ragione 

il centro del circolo inscritto nel triangolo A,B,C, , 
cioè il baricentro delle masse a b c poste in A, B, C, , 
e quindi anche il baricentro del perimetro del triangolo 
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.ABC , i cui tali liuiiiiu lu lunghezze n b v ed i |»uiili di 
mezzo Aj B^ Cj . Simili cose possono dirsi dei centri 
91 ® e dei circoli exinscritti. Essendo tra loro perpen- 
dicolari le rette dimezzanti gli angoli del triangolo ABC , 
il leti agono-complelo ^ S 6 3) ha i lati opposti tra loro 
perpendicolari, e che si tagliano in A B C , perciò il cir- 
colo ABC ( avente il centro U,) è il circolo di nove 
punti di quel tetragono trirellangolo, e quindi dimezza i 
lati 3)9( 35C 31(5 2)fe‘ 3(33 , c H, è il baricentro 

dei quattro punti 31 ^ . 

16. Il Nagel considerò (A. d»n. Tcrij. XIX, pag. 3oo) 
altri tetragoni-completi trireltaiigoli, i quali risultano dai 
punti di contatto dei lati del triangolo ABC coi circuii 
ins^-rillo ed exinscritti. Per dimostrarli direttamente osser- 
viamo che posto per brevità , 

ct= — a-rb-rc , 0-a—b-}-c , y=:a-\-b — c, 
S=a-i-b-\-c , 

se sieno 3)^ ' ponti di contatto del circolo in- 

scritto coi tre lati del triangolo ABC , le distanze lan- 
genziuli dei vertici ABC da quel circolo si trovano 
con tutta facilità essere 

.\3), = ®,A=^, B3>„.~S.,,B=|- , C3),= 3),C-’--r|-:,, 

cosi pure se 3I„ 31^ sono i punti di contatto del 

circolo exinscrìtto di centro 3( Col lato BC e colle 
prolungazioni dei lati AC AB , e così degli altri, si ha 

.431,.^3I,A=^ . »iA^3,A=|- .4C,=C,Ar=:| , 

B»„— »,B=i , eco. 

dalle quali equazioni si deducono subito Ic' espressioni ba- 
ricenliiche 
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2c.S>^—^.A-j-oL.V 

2a.^^^fi3-h'y-C. , 2/;.9»ì=D;S.C-/£.A , 

— y.A , 2a.^„iD;^.C — a.B , ecc. 

Dopo ciò il punto (T intersezione delle rette A5I,, 

B ®4 r,8j^. , che vanno dai vertici del triangolo ABC ai 
punti (li contatto dei lati opposti coi circoli exinscrilli, 
viene dato da 

g.®<''>^a.A-h/3.B-t->.C ; 

0 l’inlei'sezione delle rette AJ>„ BC^ , una 

(Ielle (jiiuli va al punto di contatto del circolo inscritto e 
due ai punti di contatto dei circoli exinscritti è deter- 
minata da 

a.9l'*k=j^.A— >.B— /5.C ; 

simili formule valgono per ©**' . Essendo già no- 
lo che ' 

^.®:£i;a.A-t-à.B-|-f.C , a.9t^ - fl.A-t-à.B-)-c.C , ecc. 
si trovano le relazioni . ( • 

■ 2.63) , (lQt<’k5;— 2.GM , ecc. /> • ' 

I. a prima di queste equazioni ò il Teorema' I del Nagel 
convenientemente corretto ; le tre ultime esprimono il 
Teorema V. - 

17. Riassumendo concliiudiamo che le due figm e 
A B C H AjBtCjHjHi® 91 33 e 3)C'>9l'*Sa3(s)Cl'=l 
AjBsCjfl, A,B,C4H4H*S),9t.355tS,® 91 » €i f 
sono omotetiche col centro di similitudine G , che Hò 
(■ il cenln) del circolo ABC , H, lo è del circolo A,B,C 5 ', 
ed è anche il' baricentro >(§ 9) del tetragono-completo Iri- 
reltangolu ' ABCH , è il baricentro (§ IO) del tetra- 
gono 3)915855 , perciò H è il baricentro del tetragono' 
DUl'siWajtsIeW!, . ed H, lo è f di - 3)^ 9tj 33, e, . Hanno’ 
dunque il medesimo baricentro i due tetragoni ABCH 
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ii secondo dei quali «; fornaio (§ -12) dai ba- 
ricenlri del perimetro ecc. del triangolo ABC . 

48. Se dai punti di contatto 9I„ dei circoli 

exinscritli coi lati ( non prolungali ) del triangolo ABC 
innalziamo le perpendicolari 9<9ta SB©* queste s’ in- 
contrano in un medesimo punto , che si trova e- 
spresso baricentricamenleda 

ajiyt . — afiy-\- i«j--f-ca/S)aA-|- 

~\~(a^y — bay-\-ca.0)bYi-¥- bay — ca/S)cC , 

e siccome il centro del circolo inscritto ® e del circo- 
scritto Hj sono dati meC cqutp. § 4 08) da 

S.®^o.A-f-i.B -i- c.C I 

a$y^.U^^(—a'‘ + 6'*H-c'‘)a’. A-f (a*— r») 6’.B-f- 
■+ (a'^-hb'^—e'^)c\C , 
cosi fatto il calcolo si trova 

, ossia — H*® • 

In modo analogo si dimostra che i tre raggi di contatto 
®®a CCa ■> ** primo del circolo inscritto, gli altri di 

due cxinscrittì, s' incontrano essi pure (colie loro prolun- 
gazioni) nel punto 91, dato da , 

a/S>S.91,si^( — a0y-^~b$ì~^~ c^^)a.A-f- 
-4-( — a$y-\-b0t — « j/S)6.B-|-( ~a/3y — cj.‘S)c.C 
e che 

91-4-91, , ossia H,91,ei— H,91 . 

Simil cosa si dica di ®, intersezione delle '^®®4’919(c 
e di C, intersezione delle rette ®®gi9191^ , 

Abbiamo notata al § 8 la relazione che hanno tra loro i 
due tetragoni trirettangoii ABCH A, B, C, H, eguali 
ed omotetici aventi per centro di similitudine il loro 
baricentro H4 ; ' la medesima relazione avrà luogo per 
conseguenza anche tra i due tetragoni uguali ed omotetici 
®9t®6 ®,91,®,e, , che hanno per centro : di similitudine 
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il loro comune baricentro Hj (H, od H, indicono 
il medesimo punto) ; perciò si hanno otto circoli eguali, 
ognuno dei quali ha il centro in uno dei punti 3) 91 29 C 
e passa per tre dei 91, S, 6, o viceversa. In ciò 
sono compresi i teoremi Ut e IV del Nagel (Sposii. met. 
equip.,^U\). 

19. Unendo in altro modo i vertici del triangolo ABC 
coi punti di contatto si ottengono altri punti ; cosi, per 
esempio, il circolo inscritto dà le tre rette A©„ B©^ 
C©^ , le quali s’ incontrano in un medesimo punto I . 
Per trovare nella figura omotetica A,B,C, ... il corri- 
spondente I, determinato da 

GU-i-i Gl 

bisognerà unire A, col punto ©^, omotetico a ©„ ; 
ora si ha 2a.©oSf2i^.B-f-/S.C , perciò 

' . , «— , o+ò— C _ 

:il;o.AH 2 — B-l C , 


e siccome 


cosi 


a.9li2; — o.À-f ^.B f c.C , 2Aj^B-hC 
2aJD„j;ii;— a.9l-|-(a-+-ti-|-c)A^ ; 


perciò il punto I, è situato sulla retta, ^he dp^iPUntoi di 
mezzo Aj del lato BC ^^va al centro ,, 91 del corri- 
spondente circolo' exinscritto, parimenti ' I, appartiene 

In ciò consiste il tèòrema II del 


C, 5 


allè rette B, S 
Nagel. ' ■ ■ • -.1 , \,i 

20.’'ADalogathente ai calcoli fatti nel § 409 della Spos. 
met. equip. poniamo (scrivo 0 in luogo di 


2 > 






OCj^pf* 
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essendo ùCX<^^J<7r. i raggi P del circolo in- 
scrilto perpendicolari ai lali del triangolo ABC saranno 

Sono conseguenze delle fatte supposizioni le 
OAi^p( — ) 1 OBiC;p 

^ / 2). . 2« 2v \ 

; . ' OCiiiip^ » -f- e — s j ■ 


/ 2> I, 

pig — f -f-e f 


. 2v V 

^ / ’ 

I " . 


) •) 


. . 1 




Siccome l’ estremità della 0!S>„-^OS>-pe''^' - deve cado 

re sul lato BC , cosi con facile calcolo si tro'va • 

I _u— V "S'+u-i-* I 2 à— 1»-^ 

OS-pe ^ -pf 

nello stesso modo si perv'iéne alle altre due equipollenze 

/ , , _À— V ' 1— 2;<-f-v _i4.au— 1- 

OntO; — ■? "" *cjO® — ? ;i tHP^ - ’ ■ 

“*r « , , , 

Considerandole p-0® cjO® , come tre incqgnite distin- 

O 

te, si trova 

dalle quali si deduce ‘ ‘ ^ ^ ^ 

'' 0 ® .ciO®=gr«OS=(p^)‘',' 
cioè' la distanza, Ó® dei cèntri dei due circoli è ugualp 
alla differenza p— p dei loro raggi ; i medesimi calcolj' 
applicati ai circoli exiqscrilti ci mostrano che : Per »gm 
Idràgono-complelojriretlangolo il circolo di , nove, punii 
tocca ciascuno dei sedici circoli tangenti jt tre (non oppo- 
rti) fra i sei lati del telragòno.^' 
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* 2i . lliiiiiineiido custuiili i raggi 2p p dei circuii oir- 
cottOìiUo ed ioscrilto, lo è pure (§11) la distanza i, 

2 ^ p(p — p)=H„S dei loro cenil i, cd iniìniti triangoli co- 
me ABC possono inscriversi nel primo circolo e cir- 
conscriversi al secondo : Tutti i circoti dei nove punti spet- 
tanti a tjuesti triangoli hanno (§ 20) i loro centri H, 
(ossia 0) alla distanza p — p dal punto fisso ® . 

22. Facendo attenzione che H,II;£ì; 2 . si vede 

che nella predetta supposizione, in cui rimangono fissi i 
due circoli, cioù il circoscritto col centro H, e l' inscrit- 
to col centrò S> : Il centro di reciprocità II (ossia il 

punto delle tre altezze) del triangolo ABC è situato su 
un circolo che ha il raggio 2 (p — p) , ed il suo centro si 
ottiene raddoppiando la retta . Tale è la -Quest. 527 
proposta dal Salinon nei N. A. Terq. 1860, XIX, pag. 325. 

23. Altro circolo di nove punii rispetto ad un quadrila- 

tero-completo. Una delle prime applicazioni che feci del 
metodo delle equipollenze si fu questa che come nell’ Alge- 
bra una delle cinque equazioni ' ' ' ' *" • : , , 

. 1 . c=B : D , A(D—c)-b{A~ n ) , aIb—c)=B(a—d) , 

' B{D—q—C{A—B) , D(B—C)=C(A~D) 

* ’ ■ ' ^ i 

trae seco le altre quattro, cosi in forza del teorema generale 
del metodo dello equipollenze : Se cinque punti A B C D I 
di un piano soddisfacciano ad una delle equipollenze 
lA.ICtiilB.ID , IA.CD;G:ID.BA , lA.CBtfiilB.DA , 
IB.CDt~lC.BA , ID.CB^IC.DA 

soddisfaranno pure alle altre quattro. Il punto I viene ad 

• 

essere il vertice (‘omune dei duo triangoli simili-drilli 
ABI DCI oppure dei due ADI BCI , e può quindi fa- 
cilmente costruirsi. Le relazioni angolari contenute nelle 
predette equipollenze dimostrano che il punto I è l' ìn- 
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lerscziune comune dei circoli circoscritti ai iriaugoli AED 
BEC ABF BCF formati dalle prolungazioni dei lati del 
quadrilatero ABCD risultandone il quadrilatero-completo 
ABECDF, essendo E coinc.AB(BC) , F coinc.AD(BC) . La 
figura viene ad essere un caso particolare dell’ esagono 
in involuzione, essendone t il centro d’ inversione, cioè 
possiamo supporre che A C sieno due punti tra loro 
inversi, cosi pure B D ed E F, sicché la retta ADF 
è inversa del circolo CBEI ; dicasi io stesso degli altri 
tre lati. I centri dei quattro circoli sono situati sopra un 
circolo che passa per I , e che fu detto ( N. Ann. Terq. 
pag. 359, Q. 476 ) circolo di nove punii, perchè ad esso 
'appartengono altri quattro punti, di cui ognuno risulta dal- 
r intersezione di tre rette : ciò porta di conseguenza che 
calando da I le perpendicolari sui quattro lati del qua- 
drilatero completo e prolungandole d'altrettanto si otten- 
gono quattro punti in linea retta ; nota proprietà del foco 
1 di una parabola rispetto alle tangenti di questa. — Pei 
predetti teoremi può vedersi : Poncclet, Propr. project. 1822 
§§ 466, 468 ; — Manderlier, Coir. Quel. V A.^ BuU. Fé- 
russ. 1829, XII, n.“ 66 ; — Plucker, Enlwick. 1831, It, 
pag. 183, § 620; — Chasles, Aperfii 1837. Not. X, § 12. 

24. Il centro (R) della sfera circoscritta al tetraedro 
ABC(D), il centro (I) dell' iperboloide che ha per direttrici 
le quattro altezze, ed il baricentro {V) del tetraedro sono 
tre punti in linea retta { N. Ann. Terq. 1859, XVIII, 
Q. 482. Joachimsthal ). Basterà dimostrare che i predetti 
punti si proiettano orlogoiiahneutc su una faccia ABC 
nei punti R I P posti in linea retta. È palese che R 
è il centro del circolo circoscritto al triangolo ABC; e 
se G sia il baricentro di questo triangolo, e D sia la 
proiezione del vertice (U) del tetraedro è pur noto che 
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r cade alla (|uartn parie d«!Ìla rella G I> , cioè 

(1) 4 . Or;£i;Gl) . 

Per delCM-miiiare (I) eonsideriaiuo l’esagono gobbo 
AjB^BjD^D ,Ag , di cui i lati B„Bj DiDg AgA, sono 
Ire porzioni delle altezze del lelraedro abbassate dai ver- 
tici B (D) A ( le quali diciamo tre diretli ici dell’ ipcr- 
boloide}, e gli altri lati l);,Ag AjBj B 3 D 4 sono tre ge- 
neratrici del medesimo iperboloide, essendo rispettivamen- 
le parallele alle predette dircllrici ed appoggiandosi so altre 
due direttrici ; per una nota proprietà dell' iperboloide il 
suo centro (I) è il |)unlo di mezzo delle diagonali A^D^ 
B;l) , BjAg . Le due altezze AA,Ag BBjB» si pro- 
jeltano sulla faccia ABC nelle rette All BH per- 

pendicedari ai lati BC CA , perciò il lato A,B, del 
predetto esagono si projellerà tutto nel punto II , come 
il suo parallelo D4 Dr, si projetta in D quindi la pro- 

iezione I sarà il punio di mezzo della retta H 1) , cioè 

(2) 1)1^4 DH. 

Ora abbiamo superiormente ricordato (S 7, t3) elle 

(3) GH:£ì;— 2GU , 

sostituendo le equipollenze (I) (3) nella 

(2) Gl— GD^^GH — 4 GL) 
z z 

si Ila 

Gl — i.Gr^ Gli — 2.GF , ossia Gl — GFi 2 ;Gr — GR 
cioè (4) Fli£ìiRF , 

la quale dico che: ii bdriceulro (F) del lelraedro è il punto 
di mezzo Ira il centro (R) della sfera circoscrilta ed il 
ccnlro (I) dell' iperboloide che ha per direllrici le altez- 
ze del tetraedro 

2a. Relazioni numeriche tra gli elemenli di un polie- 
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dro. Iniliiaiulo con F il ninnerò delle facce di un polie- 
dro, e con /'s , F, , /’j , .... quelli delle facce triangolari 
quadrilatere, penlagoiie, eec., e siniilniente con A , , 

, d- , ... il numero complessivo dei suoi angoloidi, e 
quelli degli angoloidi triedri, tetraedri, pentaedri, ecc., e 
con L il numero degli spigoli del poliedro ; posto per 
brevità 

(I) ... , (2) ^4-1-2/15-1- 3dg-|- ... =« 

è evidente clic il numero di lutti gli angoli delle facce e 
degli angoloidi ha le tre espressioni 

(3) SF-i-f~SA-\~a=:2L . 

Sono facili conseguenze che •••• « t'O 

numero puri, che 21 non può esser inferiore a 3F,. ecc. 
Tra i numeri F A L esiste una relazione, che fu 
pubblicala dall’ Eulero (iV. Comm. Pelropot. 1752, IV, 
pag. 109, 161). 

(4) F— |— /li^F -f- 2 . 

r.ombinando colla (3) si hanno le due equazioni fonda- 
menlali 

(I) fz=2i—F-~A , (II) o=2F-/4— 4 . 

Se ne deducono le • 

3d=fl-f 2/'-t-12 , 3F=f-f-2o-hl2 , /.=/-f-o-f-6 , 
ed è facile ricavarne parecchie equazioni, che danno allrcl- 
lanlc disuguaglianze quando si rammenti che i numeri 
f a F^ F^ .... /Ij .... possono annullarsi, ma non mai 
esser negativi ; cosi 

Fj=F — /-(-Fj-f-^Fg-l— ... —4 — 2(A — f’)-t-F5-f-2F5-q- ... 
similmente 

.lj=4-t-2(/l — F)-)-d5-)-2/lR-|- ... 
e sommando i 

-f /•5-t-d5-f-2(/'5-t-.45).-|— ... 

che è identica colla F-f-/l=8 . Il (ìergoniie con- 
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sitlerò il caso di . — Su queslo ai- 

^«iniento olire la Nota Vili alla Geonietria del Legendre 
possono vedersi : Gauchy, Teorema sulle reti e teorema 
d' Eulero esteso ad un poliedro diviso in l«*gge. [. Ee. po- 
lyl. 4813, IX, xvj, pag. 77 e 1831; XIII, xx, pag. I8'J. — 
•Gergonne, col fecondissimo principio della derivazione- 
polare egli nota la perfetta corrispondenza tra le facce e 
gli angoloidi (Ànnales, Nov. 1824, XV, pag. 157; Hull. Fi- 
riisx. 1824, II, n.“ 300). — Olivier, sul numero dei doli 
necessarii per determinare un poliedro. /. Creile 1826, I, 
pag. 228 ... 231. — Steiner, Dimostraz. del teor. dell'Eii- 
lei‘o, da cui risulta che la somma di tutti gli angoli au- 
mentata di 8 retti eguaglia il quadruplo del numero degli 
angoloidi. J. Creile 4826, I, pag. 264. — Grunert, Dimo- 
strazione analoga a quella del Gaucliy e parecchie conse- 
guenze. J. Creile 1827, II, pag. 367 e 4 829, V, pag. 37-50. 
Hull. Fériiss. avril 4828, IX, n.° 147, janv. 1831, XV, IO. 

— Gergonne, Dimoslr. dei toor. del Gauchy. Avnales 4 829, 
XIX, n.' II. Bvtl. Féruss. 1829, XI, n." 4 96. — Hessel, 
eccezione al teor. dell’ Eulero già osservato da L’ Huilier. 
(.4tin. Cery. Ili, p. 4 69). /. Creile 1834, Vili, p. 13 ... 20. 

— .Minicli, Estensione del teor. del De Gua, che è conse- 
guenza di quello dell’ Eulero combinalo colla misura degli 
angoloidi. Annali delle scienze. Padova 4 832, II, p. 15-23. 

— Schuiz V. Strasznieki, Osservaz. sul teor. dell’ Eulero 
e sull’ eccezione dell’ Hessel. J. Creile 1835, XIV, p. 83-87. 

— Brianehon dà per teorema nuovo quello del Grunert, 
che è giù conseguenza di quello dell’ Eulero. /. Ec. polyl. 
1837, XV, ararv, pag. 347. — Bellavitis, Gonseguenze del 
teor. deir Eulero, e nuova condizione per I’ esistenza dei 
poliedri. Encicl. /lai. del Ta.tso 4 845, VII. Facce p. 4 835. 

— Gartesio, Teor. sulla somma di tulli gli angoli di un 
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l)olio(lro, il (|iial(' senza hisii"nn tlcHa misura degli ango- 
loidi conduce al loor. d' Eulero, domples rendm 23 avrii 
I860, L, pag. 779. Àlli Islilulo Veneto I860 V, p; 827. — 
Minicli, Considerazioni sui teoremi c loro consegiieiizci 
Alti Ist. Veli, liigl. 1800, V, p. 939. 

20. Trattandosi di teoremi relativi a numeri interi mi' 
sembrano meno opportune le dimostrazioni fondate sopra 
quantitù continue qual è lu grandezza degli augoloidi. Il 
teorema dell' Eulero pud dedursi da altro analogo relativo 
ad un reticolo piano, oppure ad un fascio di raggi partenti 
da un solo punto. Se da un punto interno del poliedro si 
tirano ai suoi vertici A raggia i quali sieno uniti da l. 
piani corrispondenti agli spigoli del poliedro si verranno a 
formare /•’ angoloidi cpl vertice comune tra loro separati 
da L piani angolari : togliendo uno di questi L pia- 
ni, due angoloidi si ridurranno ad un solo, quindi anche 
il numero F si diminuisce di una unità ; che se si tol* 
gano uno dei raggi A e tutti gli n piani che in osso 
concorrevano, L si diminuirà di n unità, mentre F 
si diminuirà soltanto di (» — I) , giacché n angoloidi 
si riducono ad nnp solo : in ambedue i casi F — ÌH-,1 
rimane invariata, perciò essa sarà sempre =2 , tale 
essendo il valoi e corrispondente al caso di Azz=A roggi 
che formano F~A angoloidi triedri separati da '/,=dj 
piani angolari. 

27. Dati che ^ieno il numero F delle facce e quello 
A degli angoloidi di un poliedro, le equazioni (I) (II) 
danno i valori di fa, dopo di che rimangono da risol- 
vere le (I) (2), le quali ammettono rispettivamente i 
numeri di soluzioni B dati dalla partizione dei 

numeri (dnn. Tortolini 1859, II, p. 137). Nou dee però 
credersi clic sieno possibili tulli i B/**'> . B,/** poliedri 
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roiTispondi'nti a tali snliuìoni ; sarebbe quindi imporlanle 
aggiungere altri teoremi ni (I) (II) in guisa da poter 
sempre decidere se il poliedro sin possibile o no. lo osser- 
vai, sono già pur troppo quasi quaranta anni, elio se sienn 
X , u ,p ... i oumeri dei lati delie fneee, che ne hanno di 
piò, In possibilità del poliedro eseludo eiaseuna delle disu- 
guaglianze 

(III) f-f .4— 2 , 2A-f- ,«>F-(-.4-| I , ' 

2A-(-jM-*-v=F-(-i4-|- r> , ere. 
ed inoltre non può (*ssere 2A=F-|-d— 2 se non quan- 
do sia d=.4j-(-l . SiiniI cosa si dica se X , li ... sie- 
no i numeri delle facce di altrettanti angoloidi. 

28. Cosi, per esempio, se F=6 .l=;S si ha «=0 , 
perciò 43=.4=8 ; poscia 

F,-|-2F5-|-3Fg— /=:() , 

giacché non può essere A=7 , il che darebbe 

2A>F -I- /I — 2 , e non può nemmeno essere A=6 c 
, 5, 4 , perchè ciò renderebbe 2A-|-«^ F-f-.l-(- 1 . 
Siamo quindi ridotti a F,-f-2F^=:6 , la quale non si 
può soddisfare con F; “3 , giacché X~f£=y—b da- 
rebbe 2A-f-iM-l->'>F-(^/l-(-S . ICsistono l'esaedro-otta- 
gono, ebe ha per tipo il cubo, pel quale è F(=:6 , F.^=z(ì , 
ed un altro esaedro-ottagono determinato da F;=2 , 
F^—2,Ff=2. In quanto oli' altra soluzione F,=l , 
F^=4 , Fj^l , benché essa non venga esclusa dalle di 
suguaglianze (III) , pure credo che il poliedro sia im- 
possibile. Similmente le (I) (II) (111) mostrano che esiste 
un solo pentaedro-esagono, che ha per tipo il prisma ; due 
esaedri-esagoni; due esaedri-eptagoui ; cinque eptaedri- 
eptagoni ; credo poi che esi.stano soltanto sei eptaedri-otta- 
goni, in quanto che per due soluzioni vi sia qualche altra 
condizione d’ impossibilità oltre le (III). — Rimane aii- 
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che (la (lelerminare per ciascuna suluziuno (](ianli poliiHlri 
possano costruirsi essenzialmente differenti in questo stm- 
so, che r uno non possa derivare dall’ altro con soli can- 
giamenti di dimensioni e sema trasposizione di parti. 

29. Area di uh triangolo espressa col mezzo dei lati 
a b c e delle disianze a /3 y dei suoi vertici da una 
retta {N. Ann. Tcrg. 1859, XVIII, p. 171, Q. 478. Salmo»). 
Sieoo a. ^ y le ascisse ed /S, y^ le oi-dinate or- 
'togonali dei vertici del triangolo, i quadrati dei lati saran- 
no — yY-\-{fii — >()■ ) se al prodotto 

’-t-aV, *— 2a*/3, 
sommiamo i suoi analoghi, abbiamo 

2a/S^2«— 2Sa'/S,;^, 

S 3 G 3 3 

dove i numeri posti al di sotto dei S indicano quanli 
termini essi contengano . Similmente 

—2a.y—2fiy—20^y^—2c^^y^)^ ^ 

dà 

2(a”-l4-6“— c-)a,/S=2Sa’-/3*-+2Saa,/S;5,— 2a/S^S«-f- 

3 6,5 3 •' 

-\-2Hu0yY — 2^a»i0yi ; 

3 6 

la funzione proposta nella Quest. 478 si riduce quindi a 

3 3 * ' 

— 226e,*/Sv— 22aa,/S/3,-F22:aa,/3>, . 

‘ 3 3 G 

D’ altronde è nolo (Spos. dei delermin- §§ 28, 63) il qua- 
druplo del quadrato dell’area di un triangolo essere espres- 
sa col mezzo delle coordinate dei suoi vertici da 

I et et i '' 

• /? /S. -r. ■ 

l y y, .... 


Digilized by Google 


— 23 — 


riiiiune (hi fare il facile cunfronto ; cuiisidei'uiido la per- 
fetla siniineli'ia dell' unu c dell' altra furimila rispetto alte 
et /3 y ed alle «, /S, y, crederei fosse lecito limitare 
la verificazione ad un termine per ciascheduna delle cinque 
siinimatoiàe. . 

30. Se pel centro d! va polirjono sferico regolare si fa 
passare una geodetica (circolo massimo) e si projettano su 
di essa tutti gli archi condotti dal centro del poligono ai 
suoi vertici, la sotnina delle tangenti quadrate delle proje- 
zioni è costante qualunque sia la direzione della geodeti- 
ca, ecc. (iV. .4nn. Terq. 1858, XVII, p. 139 ; Q. 429-430, 
Vannson). Se AB ... E sia un poligono regolare piano, 
ed O il suo centro si ha evidenlementc l' equipollenza 
OA-|-OB-t-...-|-OE:£ì;0 , 


la quale significa che la sdmma algebrica delle projezioni 
dei raggi OA,OB, ... OE sopra una retta qualunque è 
nulla ; quindi se chiamiamo a l'inclinazione di ciascu- 
no di (juei raggi su questa retta è Sci’p<*=0 , e l'equa- 
zione sussiste anche se agli angoli si sostituiscono i loro 
multipli. Ne viene che 




essendo n il numero dei lati del poligono. In simil modo 
si dimostra clic 

» — 5t 

\ / i i "-P 

è uguale al termine medio dello sviluppo ) 

— I teoremi analoghi relativi ai poligoni regolari descritti 
sulla sfera si ottengono immediatamente considerando il 
piano tangenziale alia sfera nel centro del poligono rego- 
lare, e prolungando fino ad esso i l aggi della sfer^. che 
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vanno ai vortici del poligono sferico, noncliò i piani proiel- 
lanli questi raggi sopra un piano condotto comnoquu pel 
centro delia sfera e per quello del poligono regolare. 

31. Generazione di curve mediante allineamenti (iV. Ànn. 
leni. 1839, XVm, p. 41-1, Q. 494 e XIX, p. 43, Q. 499). 
La teoria del Grassmanii, die io esposi nel T. VI, 1854, 
p. 53 di questi Atti, e nel T. Vili, 1859, p. tCl delle 
morie dell’ Istituto, dà immediatamente la soluzione di tali 
questioni. Se A li C sieno i vertici di un triangolo e 
«I e f i luti di un altro, la congruenza 

XA€l{Xne) elisir. XCf 

significa die i tre inmli X.Xfl (cioè l’ intersezione della 
retta XA colla « 1 ) XBe XCf sono in linea rctla ; 
siccome la congruenza contiene tre volle il punto varia- 
bile X , cosi il luogo di questo è una triloma (curva 
del 3.“ ordine), 

32. Nell’ enuncialo della Q. 499 2.’ inanellerà proba- 
bilmente la condizione die la diagonale U D giri iutor- 
no ad un suo punto (isso S , nel mentre die i lati AB 
BC CD DA del quadrilatero ABCD girano intorno 
ai punti 0 P Q K ed i vertici A C percorro- 
no le rette Gssc ii c , allora sarà 

BOaU(BS) condir. BPeQ 

ed il punto mobile B descriverà una triloma. Anche 
nella Q. 499 I.- dev" esservi qualelie iucsaUezza. 

33. Due punii percorrono una retta per ciaecheduno ; 

sieno X V lo spazio e la velocità del primo, ed x, r, 
quelli del seconab nel medesimo istante, se queste quantità 
sieno legale dalla relazione , . , 

v(a^ -^- b,x,) — v^ia-i-ùx) 

la reità che unisce i due punti inviluppa una sezion coni- 
ca, indicarne il genere c la specie (iV. Ann. Terq. IStìO, .XIX, 
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P- Q- 506). Gol mezzo dello coordinale Plucberiaiie 
(Sposiz. inet. Geom. anal. Mem.\ IslUut. Vili, p. 273) si 
rende palese ebe sa chiamtanpu , x x, le porzioni di 
due assi fissi interceltc tra due punii fissi c i due punti 
dove essi sono tagliali dalla tangente variabile di una dial-‘ 
(omeita (cdisa di 2.* classe), le x x, sono tra tpro le- 
gate da un' equazione del 2.” grado e viceversa. Le velociti' 
V i\ ' sono le derivate dx dx, i dogli spazii percorsi 
c la pròposla equazione dà mediante la l'clroderivuziuue 

quindi mi pare ebe l’ asserzione sìa esatta nel solo caso 
olio uno dei coefficienti t sia doppio dell' altro. 

,34. Proprietà dell' ellitee e delle ellissi bìconfocali. , 
(A. Mn. Terq. 18C0, XIX, p. 95-235, Q. 517, 518, 519, 
Ueilermann). Rispetto al centro 0 l' ellisse M cui se- 
miassi ab ha per reciproca (Spos. inet. Geom. anal. 
Uem. Vili, p. 263, § 43) l’ ellisse M* ' che ha sulle dire- 
zioni del primi I semiassi b a ; vale a dire se la OP 
pci-pendìeolare alla tangente della prima ellisse nel punto 
M taglia I la seconda ellisse nel punto M° il prodotto 
delia distanza OP ! e del seiitidiamcln) OM* è coslan- . 
temente uguale ad ab . Le due ellissi sono espresse 
dalle equipollenze 


infatti la tangente alla priiuq ellisse nel punto 
io direzione dalla derivata 

DfOailì£ì!—ó»cat-i-tcosi)l' , 


ad es^a è , perpendicolare la- . . 

òcosi-I-osen// 

OPt£l:aà 

1- a*8ea*t.|-fe*co6*/ 


e siccome, ne risulta MPtO;OP77-0M:ii: 


ài è data 




4 
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•H,. I -1 


colla .direzione stessa della ,Unge<ttei , ,>oobi.pP^ 

è la perpendicolare abbassata dal ceo 4'0 :)su|lu tangeule Ui ^ 
M,i ; è poi;cyideate che la.-, OPi- ba la stessa direpoae^ 
della ^ Oi\P| V , e cbe il prodotto delle loro graodezxe è ab . , 
3o. Ciò i posto se smlla^aprtosle all! ems^.^nel punt^, ,Ì|^I, 
noi prendiamo una, lunghezza iVlN ^proporzionale alla 
OM*’ (c quindi inversamente proporzionale alla OP ) 
il punto " N "apparterrà all’ellisse espressa da *''' d'firup 

ONiii;OM4-n.OM"t£i;{o-|-àn)cóst-f-^(6H-an)sutij)t''>aii < li s 

E 'se dall’ altra parte del punto sulla stessa 'normale 'pren- 
dasi' n.OM'* . ; 1* ellisse dei punti ' N, ' ' 

ONj^^:i;(à— à«)eosl-|-(é — an)seut/‘ ('0*i..v>-;i i< 
.It ti-, fisi. ..) ' f •'•V . t ,r»pvil à ft 

sai a biconfocule coll ellisse N, giaccne 

; i -’.i" 1(7-1 > .( JMV 

la -Hàn) 

Tali soiio i teorfemi menziòtiàti sMtole Qùe8t.'5l8/ISil!}i.riii 
‘ ‘*'86. Eia’'uortóale’aH’ellÌ8se nell pulito'' M cnoeuittra ♦ 
due assi nei punti ’R' S 'lidetei'minali da> i .un i>ib 

ji 'ORi^ì:0!Vt-f-1ilR"aacost-t-Asedliri4.i»ni) nJn-'UH! 
oso, 

(' « »« A\ ' \ -nii-fiTO 

• I ' OSiCsanost-é-bfealìT — i>l lUuini 

t* IJ'ilii/ Lirl >i> ■! S‘)'ì!Ìj JM 

quindi la porzione della normale èóiiipresà'i'fa i due assi 
«! 6» > ' ■ ' 

fjR^ — — (àcus|-frO»ent)^);£i; — ' OIVI" 

ab ab 

è inversaiuenlc proporzionaÌe alla ^ distatiza' ÒP”''della 
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langeflte in M dal cpntra O .,,_hpj)nnlo pome è dd(o 

nHla^Q.JHT, , ,1. ,i. ■ ■% - • i;. . .•c. '.-i, 

. ®7i Le predelle . i.t • r, i ■ . 

b 


(6nostj4-«*eniy') 


(Aco? 1-4- aspii/>^ ) 

* b 


mostrano ehe il prodotto de))e luogliczze MR MS egua- 
glia il quadrato di OM°‘ ed ancbe quello del semidiame- 
tro •— osent-t-^nst/ ronjugato cou OM . Prendendo 
perciò sulla normale ...MHS le 

MU^ — MViiìjAcoitt-}- a*ent)T 

clie's^o cguiili af predetto semidl'ameti’o'conjugatu con 
OM , saranno è V R U quattro punti armonici. 

ÒV^OM— M|Itd:(o— 6)(cost-^gent>r) 


si neorge elle i/puq|< ,U,.,tY appartengoooaieircolicon- 
cenirici.coir ellisse che hanno !i^raggi ijO-rfr^;, a— , e 
che inoltre r,aiigp|p,,, ROU^-rROY ,,,ò |’qfM^qg|ia,eceeji- 
trica t . Ciò si oncorda colla Q. 520, purché invece di 
semidiametro parallelo alla normale .si dica parallelo alla 
tangente in M , ; questo semidiaraelso, e quindi anche le 
MU , è inversamente proporzionale alla distanza MP , 
il che è asserito .nell»' Q. 5>I7, 2.® < i> 

, . / . -A i , ' ii ' > 

38. Per estendere i precedènti teoremi all ellissoide 
Oiqiif. ■. ijq illcrciJoi iIa > 

ed al suo r^Ìpi*òco ^ . ^ 

0M®;£1; J iiuj 

essendo x*-hy^ 2 *=i ^ e , ^ • l«*e Hamil- 

''*? int ppfpepdicolare^al.^pngenzialeijin^ j|M j, jj 

quale comprende le due rette 
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ed è inversnmente proporsionaie alla pei-pendicotore ab- 
bassata dal centro 0 sul tangenziale io' M' , la qualb è 


, OPlr' 

» ■ ' * i . I 

• . . ,!■. i ;< ;i; 

giacobè ne risulto 




9 

»» 




c 

iTT-.-rn 

^ i ii-i lljt 

' , ft , • u 


>r ■ 

ìli ‘ a} 
O ») 
r I 


MPW 

.,\a 0 . •'«?*,// 

Ul— 1-- uix/. ‘f!! ì./. 

nt, y ;v^U/ « «• 6* /V 

perpendicolare alla OM® . — Ora sommando-geómetri- 
cainenle ad OM la =fco.OM® -ne risulta 

\ • * ; i i ♦ # • 

ONsil:(^odr I j , 

ed i due ellissoidi N Nj' sono tra loro terbiconfocali r 
S9. La normale innalzata nel punto M ' al prinM 'el<- 
lissoidé iUcontrd i piani'coordinàti nei punti dati da * ' 

‘ * ‘ /' e*\ • > V . 

.V 

e gii intervalli compresi tra questi punti,- eome per esempio 
RS- - (é-ft- )y ^ , ' 


hanno con 

•I'. i> 




un l'apporti) cóslante,' cioè sono invérsa'mènté ^rop’òrzio-^ 
Itali ^àlla distanza 'OP ' del centrd Ò * dal fa^geóiialò 

jjj .1 ; :» •• -.l.ioi 


4 -» 
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40. Problema di posizione relativo alla teoria 'delle i»o- 
slituzioki (Boimiakdwsky, Bull. Ac. Pitersboùrg, (857, 
XVr,”n.* 365, il. Terq. (858, BuU. IV, p. 66). Si pon- 
gano 4 carte da giuoco I* una sull’altra tutte dritte (cioè 
coir cflìgie al di sopra) si rivolti la prima carta riponendola 
sulle altre tre, poi si voltino insieme le due prime riponen- 
dole sulle altr'e due, poi si voltino insieme le tré prime e 
Analmente si Voltino tiil(e‘ quattro insieme. Ripòlendò'tina 
seconda e una terza volta' la stessa cosa* che diremo una 
manovra, le carte saranno tutte rovesciate, e si noterà nello 
stesso tempo cHe ciliseuna’CM'ta ha' ripreso il posto primi- 
tivo. li 'Bouniakowsky non Usando di ribaltare ié ca>tc 
non osservò il seguente teorema, che tneritèrebhé esseH'di- 
moslrato generalmente: Quàlnnqne sm il numero n* dèlie 
carte dopo un numero * ni di' manov'rè Uon Utaggioté di 
n' tufi é le carie sono dritté'o lùlle rovesciate^ ed allora', 
e non prima, esse hanno riprese le pritìtilive posizioni. 

" ' 4 II (I numero" m i delle mànóvie 'necessarié’a ’ricon- 
dui're'le carte alle primitive posizioni è il grado ' della so- 
slituzione (Sposili, dei determ. Mem. VII', p. ( 41 , § vij) còl 
cui mezzo si passa 'dalla prima ' disposizione a quella pro- 
dotta da 'una ‘ìsola nianovie. esèmpio ' nel caso di 
»=(0 dalla disposizione ■' (.2.8.4.5.6.7 .'8.9.40 ’ 

si passa alla successiva •' 'CO. 8.6. 4.2.(, 3.5.7. 9 ' 

col mezzo della sostituzione eorapOstè- '■ d. i- .i* ;ii i 
‘ ‘ ■ ' ’ i ‘'(((.(0;9.7.8.6)(2.8.^)(4)) - ■'; '■ 

la quale è del 6.* gradò, "perchè le sostituzioni semplidl ili 
esàa' contenute si riferiscono a numeri di terminV'élie sonò 
summultipli di 6 . ‘ I '- < ' 

42. Io trovò che basta Considerare la sostituzione sem- 
plice còntenente" la prima carta,' giacché il suo grado dà 
sempre il valore di ' m ‘ ; questa soslitózione ’sempfibé si 
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forma (ocilmcntc giacché coll’ esame delle due dispnsi^inni 

2 ^ ■ 3 , , , (»— ^)(*- 4 ) ,,,» 

, n {n-j2) <inr~r-4) (»— S) (#-. 8) ) 

si scorge.!, che. al di sollo.^del numero „ i vi i* quello fra 

itdue , , [ j,l I ... I il',. .. I , (, . 1 , jl; 


, .... .,,, :(a^2)^2i , i ... , 

che èl.posUivò e.non maggiore di n,,.;, sicché., é lamie 
scrivere sucjc^siyameote i termini dqlia desiderato sosUtu^ 
zione semplice. Cosi, per esempio per , ai ha la 

sostituzione semplice -, , ,... 


, „<(l.. 22 .21. t9... I5.,7,.40 .4 . Ifi . 9 . 6 .. 12)). 
dove ogni termine i dodo.tln dp), precedente i, .col mezzo 


di.una delle : .^24— 2» , 2i— -23 .) e si terminò col. nume- 
ro 42 .giacché.. 2. 12— 23 riproduce!’ 4 , da cui 
si cominciò ; .,se ne deduce, che ad h— 22 corrisponde 
m=.^2 « tanti essendoci termini contenuti nella sostitu- 
zione cominciata co). numero ,1. 

43. Osservando che , dopo la prima manovra le carie 

* («_2) . («.—*) , flno^a, 2 od a 4 sono tutte 

rovesciate, |Si , riconoscerà senza pena che dopo le m m.a- 
novre le carte sqranno- dritte o rovesciate secondo che sarà 
pari o dispnjri il. numero, dei numeri contenuti nella sosti- 
tuzione. uemp|iee. i ((d H ».•;(**“• l'Ii* (»— 3) . . .. .)) che, difr 
feriscono da<" (ttH-2) , di uu numero pari. Cosi, nel pf;ece- 
dentc caso di n=22|^ isei numeri.j,22. 10. 4 . i6 .6.i4,2 
contenuti nella sostitiizioim mostrano |che dopo le m=l2 
manovre.tutte, le, .carte s^rauno ,^rjtte. lnyeeef.se .;fi=;=t8 
la sostituzione sempUce , caic4>lata iucdiante,^>.le> formule 
45 — 2t , 2t 14 i) 

«4. 43. 42. lift. 8, a. 9.4. 7)) 

mentre dà m=9 , mostra ciqi cinque numeri 4 3.S,9'.7 
che tutte. le carte riusciranno. rovesciate , 
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S4. Il LMiflcDiàlku Russo 'iii^ògHii a' deltnikitnaiiii ' M 
(uri'ispondénte ad n pari cciTondu ‘il priiiiu espunenlei 
dtd ‘ 2 , ' pel <|Uàle 2"' 'divide per 2n-f-l "din il* re-' 
siduo rfcl .' Còsi se '»±=I0 dividendo per *21 le 

potenze del 2 si hnmiò' i'resìdlii' ' ‘i ‘ 

r 1 . ;. 2 . 4 :8 tei ri . 4 

qnindi ' «rrfi Nelle 'precedenti 'sup{i«>yiiHdri‘ ^òésta 're^l 
gola vaie anche per n dispari . Se iie possono* dedurre' 
lé’forriiulé^'' 


iti 


.»-( :>! 


‘ti ii!t 


.u .. 


•iJ» hi CI 


! 


nt^i 'i ///— JH * I i i) 

* v '* 

I» J ’ ■ . 

IH) . , 

»— — =— , ece. vlo 

t'I) 


1 ( I 1 1 ‘ I. ì 

>/i — I )/i — I 

!(3 — * ■ '- S ; j' M , . , 

> ; ■-! ij’V 


Mivrlio 


e SI ha'la seguente UtvoléUa 'i 


■iSf 


< * i 5 !» f ' }f t.M ) li/L. il 

n = 4 8 te ... 3 7 15 ... 5 21,... IO ... ,è 

. I I ' , *»*'<>■ 1 . 1 I . I 

m — 3, 4 .5 .,. 3*, 4* 5*... 5, ,7 ... , 6* ... 6 ... 

tt 25 . 9 ,11 12 13 14 17 18 19 20 ..., 

O / [ _■,■ . Il ■ ■ , ‘ ()_ 'I _ . . .:u i ■ , ! il 


m 


9 ir 

' I . • 


10 9 14 12* 18 '12* lo*... 

. ■ I i. , ’l ■ li. - , ■ t- : • I . i . 

dove , * li indica i casìinci (|uaii le carte risultano .a hella, 
prima tutte dritte, che sono quelli in cui 2'" — I ; men-; 

’. iu I ' ..i.’i-.i . li; ! !v; !■;•) Il , S • : e ; ni, ! ),i 

tre negli altri casi, nei, quali 2 —— — 1 , doiio, m 
• ... ■* 

niaÒovi*e lò carte risultano liilterov^clate.''-’ * ' ''* ‘ 

*' 45. 'La reciprfica d'ttncircotoèunaàiiamHavenleuHfòco- 
ticl centro di réciproclfà 0 , ''e ttt corri)/p<hi'éenlii'élréUn‘’ 
ce ehendo ta rettà'recipròta dèi cétUro’del chtÓlo‘{fl.^ Ànit} 
Ter^. XVr,‘ p.'3l2,'Ó«r»l’. 39Ìi). i^ueslo 'è 'Un léòrenul fòilf- 
damcntalc' delta ' tetorid delle * deiivazidrii ‘I déllò'i figure,' che 
pbd faeiliiiciìtd dimostrarsi come se^e.''Ki‘il Me' dei-iviV'ziont- 
polari mci-ilà esser distinta quella presa' rispetto ad uu'cii'- 
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caio di ceotro 0, per la qualQ; eiasc-uii puQlo, D ba 
per derivata la, retta d perpeodicoiare_alla relM .Op , 
e parali conveuieote il upine di reciprociid, io quanto che 
le distanze di U, e di d, dal centro di reciprocità 
sono reciprocaiuenle proporzionali ; inullrc lu distanza di 
un altro punto M dalla retta . d, sta alia OM come 
la distanza del punto D . dalla retta m reciproca di 
M ..sta.alla OD. . , . , . , , , 

46. Ora dato un circolo le sue tangenti m , haniio> 
dal centro D lu distanza costante r , perciò la di- 
stanza di ciascun* punìo M , della curva, reciproca del 
circolo avrà dalia retta d (reciproca di D) la di- 

. • OM ... . ... 

stanza , cioè in un rapporto costante eoi raggio 


vettore OM . Questa ò la proprietà caralteristica della 
ditoma (curva del 2.” ordine) rispetto ad un suo foco 0 
ed alla retta d , che è la polare del foco, giacché D 
è rispetto al cìrcolo, il polo della retta ali’ infinito, la quale 
ha per reciproco il centro di reciprocità 0. 

4*7. Cn’ altra linporlantissiina teoria è quella delle figu- 
re elementari esposta dallo Steiner, una dì esse è una serie 
di'^nnti in linea retta, un’altra: una serie di roggi passanti 
per un punto ; in mancanza di più opportuna nomenclatura 
do alla prima il nope di punteggiata ed alla secónda quello 


di stella. Se, come, nella Q. 488 |^ei N, 4nnal. Terq.^XlX, 
p..8P; la tangente mobile, di una ,dìattomena (curva della 
2.* classe) taglia due tangenti fisse della . medesima si for- 
mano due punteggiate tra, loro collineari (omografiche), e 
se due, ^lejle, coi .centri , -i, ,fl,,.,soao nsp{Utivameo le pro- 
spettive. a quelle puoteggiale,,^ésse ‘soqo due stelle collineari, 
cd.è ben nolo che le intersezioni dei, loro raggi corrispon- 
denti fui'Uiano una ditoma (curva dei 2.‘ ordine) che passa 
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per A e per B . — La dualità offre col mezzo delia 

derivazione polare V altro Icoieina ; Se ciascun punto di 
una difonia si unisce con due punti fissi della medesima si 
ottengono due stelle tra Im-o collineari, le quali tagliano su 
due rette ab due punteggiate collineari, ed è noto clic 
le ielle, che uniscono i punti corrispondenti di queste, in- 
viluppano una diattomena, la quale tocca anche le rette 
ab. — Non sussiste poi la conseguenza che si « rede 
poterne dedurre (I. c. pag. 82) giacché nella inversione (dnii. 
del R. L. Veneto 1836, VI, p 126) (la quale per predilezio- 
ne agli stranieri suol dirsi metodo dei raggi vettori recipro- 
ci) le ditonie danno origine a curve di ordine più elevalo. 

•• -5 8i «Stano iSM SN due corde diana diloma paral- 
lele a due diametri conjvgali di una seconda diloma ; ri- 
manendo fisso il suo punto S , la corda variatale MN 
passerà per un punto fisso C. (ftf. d««. 7'er7. 1859, XVIII, 
p. 188). Colla derivazione di prospèlliva o di omologia si 
può passare ad una figura collineare della proposta, in cui 
la seconda diloma sia un circolo, ed allora si deve dimo- 
strare che le corde M'N', che sono vedute sotto un 
angolo retto da un punto S' della prima diloma passano 
per uno stesso punto C' . Ora prendendo S' ' per cen- 
tro d’omologia si può far andare all’infinito una certa 
rcllii I' 0 nello stesso tempo convertire la ditoma in un 
circolo, nel quale le corde M"N" che sono vedute sotto 
un angolo retto fluì punU) S' del cireolo stesso passano 
tutte pel centro C" ; perciò é dimostrato che le M'N' 
passano pel punto C' omologo di C" , e perciò ptilo 
rispetto alla ditoma i' , la' quale, come è nolo (Saggio 
di Geom. derivala §§ 66, 87 Saggi Accad. Padova, 1838, IV) 
è quella secante ideale della diloma, che ha con essa P in- 
tersezione fillizia S' . 
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40. Il luogo di un punto tale, che le gaatlro tangenti 
condotte a due dianomene date formino un fascio armonico 
è una diloma ( N. Ann. XVI, pug. 402, Q. 407, Salnoon ). 
L' equazione barioentrìca ( Spus. met. Geum. anal. § 92 
Meni. 1860, Vili, pug. 284 ) di una dituina riferita ad un 
Iriungolu coordinato, di cui ciascun vertice sia il polo del 
lab» opposto, ha la forma 

(I) ax'^+by'^-hcz‘‘—0 . 

Date due ditome esiste sempre ( Saggio di Oeom. derivata 
§ 84) un triangolo cardinale ( i cui vertici sono le interse- 
zioni delle coppie di secanti-comuni, ecc. ) che ha la pre- 
detta proprietà, sicché presolo per triangolo coordinato 
ambedue le ditonic avranno le equazioni della forma (I) . 
Sia ' ’ 

( 2 ) 

P equazione di una trasversale, c si dicano p g i valori 
di — coi rispondenli ai punti d’ intersezione di essa colla 

diloma (I) ; si trova facilmente che 

'ìbwD bw'^~\-cv‘' 

p-f-f/ — — • 

Analoghi valori si troveranno per p'-\-q' p'g' corri- 
spondenti alle intersezioni della (2) culla seconda dilo- 
ma. Acciocché la retta (2) sia tagliala dalle due ditome 
in quattro punti armonici dev'’ essere 

(p-\-9) 0>'-+-7') = 2 (pq+p’q') , 
latte le sostituzioni e tolto il fattore inutile v‘‘ , si trova 
{bc'-^b'c)H^-i-(ac'-\-a'c)v'*-^{ab'-\-a'b)w^=:0 
equazione baricentrale della diattomcna (curva della 2.‘ 
classe e quindi anche del 2.° ordine) inviluppo della retta 
mobile tagliata armonicamenlo dalle ditome date. — Se 
queste hanno una secanle-coniun<“ doppia, lo stesso è della 
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«liatlomena ; ^iacchv se le dilome si riducono a due circoli 
concenlrici, tale è evidentemente anche la dinllomcna ; in 
rjiieslo caso le intersezioni di ciascuna trasversale coi cir- 
coli sono due reali e due immaginarie. — Gli stessi calcoli, 
mutate le coordinate baricentriclie x y z nelle bari- 
centrali Il V w e viceversa, danno la dimostrazione 
del teorema correlativo del precedente, che è quello enun- 
ciato nella Quest. 407. 

50. Dato un circolo fisso di centro 0 di raggio \ , 

un circolo di raggio 2 ruoti su di esso toccandolo sem- 

pre colla propria concavità, si domanda t ." il luogo de- 
scritto da un punto qualunque unito al circolo mollile ; 2." 
l’inviluppo d’ una retta qualunque legata invariabilmente 
al circolo mobile ( iV. Ann. T^q. 1858, XVII, pag. I8C, 
Q. 437 Mannheim). Nell’ origine del movimento il circolo 
mobile abbia il centro C essendo , dopo il 

tempo l il centro C sia passato in P determinato 

(la , che secondo il metodo dello equipollenze 

esprime una retta eguale alt’ unità ed avente soppa la OC 
r inclinazione 21 (e" equivale al simbolo adope- 

ralo dal Cauchy e si calcola come il c"V - I degli Anali- 
sti). Una retta CD unita al circolo mobile s' inclinerà 
dell angolo t metà del precedente, cioi- prenderà la po- 
sizione PM:iii;;'.CD ; perciì) T epicicloide descritta dal 
punto M sarà espressa dall’ equipollenza ' 

CD . f' 

dalla quale si trarranno tutte le conseguenze che potranno 
occorrere. ’ ' ‘ 

51. Se una retta HL mobile insieme còl ciri'olo ave- 
va neH’ origine (jel movimento r inclinazione a 'e passa- 
va pel punto H determinato da CH;^if2n (che essendo 
una quantità reale indica che 11 sta sulla prolungazione 


Digitized by Google 



•Iella OC ) un punto qualsiasi N di questa retta mo- 
bile sarù (Iato dopo il tempo l da 


e per ottenere l’ invilupjto della retta mobile bisognerò 
(Spos. met. etjuip. § 188) ebe le due derivate di questa ÒN 
prese rispetto alle variabili t r 

2s*'/-f-(2a-|-T?«)jV , e-s‘ 

abbiano la medesima direzione; perciò i, , 

2*'~V-4-2a?“V-f-T)r‘ ■ V • 


dovrà avere l’ iiultnazione nulla, quindi 

t — « « — t a •* 

4-s -\-ai -i-as -J-T=0 . 

Sostituendo questo valore (Ji r nell’ espressione di 
si ho , , . . , 


^a. 


ON^o(l — i )e‘ — s 


•iCì: — 2a.sei)a v s — f 


ON 


((Hindi il cercato inviluppo è un circolo col centro II 

— e ) sul circolo fisso, ed il raggio =CHsena . 
52. Dimoslrare che il luogo dei piedi delle perpendico- 
lari dal centro 0 di un circolo sulle tangenti di una sua 
sviluppante è una spirale Archimedea (N. Ann. Terq. 1858, 
XVII, p. 186, Q. 438 Manniieim). È facilissimo riconoscere 
(Spus. mct. (?quip. § 178) che la sviluppante del circolo di 
raggio l ò data da 

dove l è l' inclinazione della tangente 


nel punto M della sviluppante ed è pur facile trovare 
sia in questo caso speciale, sia nel caso generale, come io 
feci vedere negli Ann. Tortai. 1852, Ili, p. 509, die la cur- 
va inverso-reciproca della M ò data da ; , 
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0S:£^0M- 


-cj 


— 2h^ i' ; 


In 


e pel Iuoi,'o dei piedi P delle perpendicolari abbassale 
dal centro 0 sulla tangente della sviluppante si hn ' 

OPtii ’ 08^4»" ’ 

2 

cioè la grandezza' t del raggio vettore OP è propor- 
zionalo alla sua inclinazione, il cbe è appunto la defìnizione 
della spirale Archimedea. L’ inversa di questa, cioè la spi- 
rale iperbolica,' è la reciproca ch'ila sviluppante dei cir- 
colo, ecc. 1 , 

53. La retta che unisce gli estremi dei due indici di un 

orologio cangia di posizione e di grandezza, trovare \ .” il 
luogo descritto dal suo punto di mezzo e 2.” l’ inviluppo 
delta retta stessa Ann'. Terq. XVI, p. 182, 337, Q.’384, 
385). I movimenti degli estremi L M degli indici sono 
espressi dalle e(|Uipollenze , ed 

il punto di mezzo N della retta LM 'descrive l’epi- 
cicloide 

!s jS 

2.° Un punto qualunque P della retta LM ò dato da 
OP^(l— T)a/-f èrs*»' , 

per avere l’inviluppo bisogna determinare t in guisa 
che riescano parallele le due derivate della OP ; fatti i 
calcoli si trova un’ equipollenza complicata, di cui non par- 
mi valga la pena d’ occuparsi. « 

54. Dalle estremità dei tre semiassi di un ellissoide si 
conducono tre corde parallele, ognuna di esse si projelta 
sute asse rispettivo, la somma dei rapporti di ciascuna pro- 

jezione coll' asse corrispondente è costante (N. Ann. Terq. 

■■ 
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1860, XrX, p. '<6, Q. 510). Co! mezzo (Iella deriva- 
zione di affìuitii r ellissoide si riduce ad ima sfera. 
La projezione di una corda della sfera sul diamelro, che 
passa per un suo estremo è proporzionale al quadrato deJ 
coseno deir inclinazione, della corda col;. diametro, sicché il 
teorema da dimostrarsi si riduce alla notissima 

noe 

55. Dato il volume d' un settore sferico </ual è il vaiare 
estremo della sua area totale? (N. Ann- Terq. XV, p. 458, 
Q. 352). Sia r il raggio della'sfera, c< la distanza 'del 
(‘entro dai piano di un circolo, il volume del corrispopden^ 

te settore sferico è «Jrr'ir — c) , e la somma delie aree 

' • ® >. ■ 

conica e sferica è rrr y/ r* — c*-t-2;r(r — c) ; uguagliando 

a zero i differenziali di ambedue queste formule, poscia eli- 
minando il rapporto dc:dr si ottiene un’ equazione che 
ha le radici c=r , 5c=4r ; quindi il settore sferico 

avente ad ugual volume massima superficie ha per angolo 

• 4 3 

generatore quello che ha il coseno - e la tangente' 7 . 

5 ^4 

56. Date due superficie del 2.° ordine aventi gli stessi 
fochi, se si conduce un piano tangenziale ad una, la nor- 
male corrispondente passa pel polo del piano rispetto all'al- 
tra superficie (N. Ann. Terq. 1858, XVII, p. 234). Tutti ì 
ditomoidi terbiconfocali sono dati dall' equipollenza 

■ I 


V’ 3‘ 

( ^ V I 1 , _J_ 




il punto (Spos. met. Geom. anal. § 159) 

/A , mb-\-mX , —p) ' ' 

,(cioè quello che ha le coordinato Cartesian(ì -t^ ^ 

) ha il piano polare 


I ■ ' p 


(2) l.v-^mg-\-nz-]-pw=Q 
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Perciò (jiieslo unico piano (2) ha lispctlo ai dilomoidi, (t) 
i poli situati sulla retta parallela ad ambedue i piani 
nx — lz:-0 , ny—mz—0 . 

ognuno dei quali è perpendicolare al piano (2) ; dunque ec. 

57. Segnando con il numero delle combinazioni 

di n cose prese a p a p senza ripetizione,^ e n'^, 
con ripetizione si ha 

(I) n'^ — M,(n — 

-+(-l)"n,_.(ir;,=(n-l)^_< . 

Segnando con' n^ il coefficiente di nel polinomio 

(H-a:)'' è ' >• 

(2) 3"+-' = 

= 3 . i . 5 . . . »i . n(n -f- I ) 

(N. dMu. Teiq. 1800, XIX, p. 45. Q. 507. 508, Durege). 

Pormi che il primo membro della (I) sia 

.. (»H ».(»+/>— />— 3)/,... — 

il quale si riduce a 

(»+ p— l)„_j^»,(n+p— 2)„_j-f 7i„(n-l p— 3)„^3 . . . , 

—(«t*-! P (,=(-- 1 )"r-' K-P—'I n, (-P— I ) „_9-h 

■ i:- p I),iL_ 3 . . . -f- il ì 

or sono molti anni (/h»n. R. L. Veneto 1834, IV, pag. IO) 
raccolsi parecchie formule che erano date per nuove, quan- 
tunque fossero facili conseguenze della ! •>< 

' la -+Tl^r 

la*qiinle é pei fattoriali i.(a|'*=ra(a-|-l)(fl+2)...(a-f 7J — 1) 
ciò che la formula del Newton è per le potenze : tra queste ^ 
conseguenze vi è la 

(a-)-6)„=a„-4-«„__,//-|-«,j_j6„., -+ b„ . 

Mutandovi n in ti — ^^ 1, e posto a~—p — t , b—n la 


t 
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proposta serie si trova essere =(n - p— 0 , an- 
ziché — -(» ^)^_4 • 

58. In quanto alla (2) si ha 

t ’ 

ora ù _ 

Ala:l"=la;-t- M"— kr=(a;-|- H— 1)" ' — 

=«la;+ 11"“' ; 

quindi A"lar'+‘=(n-i-d)n(n— I ....2{a:-l-n) 

n{n- l)....2.l , 

ed essendo ec. sarà 

A''(ic"*'*)=(a "t*”) l)...2.t ; 

postovi a:=^0 uc risulta 

^n(0"+4)— „(„_|_j)n(n— 1)...4.3 . 

59. Tra le m" permulazioni ad n ad n dei nu- 
meri Il 2, 3 .... »» con ripelizione, quante sono quelle 

che danno la somma q ? [N. Ann. Terq. XVII, pag. 202, 

0 444 ). Il numero delle combinazioni, che 

danno la somma q , si trova nelle tavole da me pubbli- 
cate negli d«n. Torlol.'Magq. 1859, 11, p. 140. Ciascuna 
combinazione, se è formata di numeri lutti disuguali dà' 

1 . 2 ... fi permulazioni, e, se contiene alcuni numeri tra 
loro eguali, il numero delle permutazioni, che ne risultano, 
è un summultiplo di questo t .2.3...» facile do de- 
terminarsi. Non saprei vedere altro modo per trovare il 
numero cercalo che sommare questi numeri parziali. Per 

esempio. Qual è la probabilità di gettare tl con 5 dadi? 

Si hanno 9 combinazioni, cioè ; 

62t 1 1 . S5H1 5 t>22l t , I , 45211 , 42221 , 333H , 3322t , 32222 
ed \ corrispondenti numeri delle permulazioni sono i, se- 
guenti summullipli di 120 
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20-f-20-|-30-l- IO -h 60-1-20 -h IO -f- 30 =205 
perciò la cercata probabilità è 205 : 6 ‘ . 

60. Il deleminanle | a,,, ... | , in cui sia 

a^,^.=o^ — è nullo per ogni n>2 . (^i.Ann. 7Vri/. XVIII, 
p. 171, Q. 474). È un teorema elementare die un deter- 
minante (Spos. Determ. Mem. 4 857, VII p. 78, § 16) non 
cangia di valore se gli elementi della prima riga si sottra- 
no ordinatamente a quelli di ciascun' altra riga, così pure 
se si sottrano gli clementi della prima colonna da quelli 
delle seguenti ; in tal modo il determinante proposto di- 
venta 




Oj— à, 

1 ' 

,à,— 6j... 

<1^ Q{ , ) dj— flj ... 


Q{ 

0 

0 ... 

flj a^ , ^3 a^ ,a^ a^■.. 


®3 

0 

0 ... 


61. // prodotto di molti numeri consecutivi non può es- 
ser una potenza perfetta quando uno di questi numeri è 
primo (N. Ann. l'erq. XVII, p. 187, Q. 441 Mathiea). Ac- 
ciocché il prodotto contenente il numero primo p fosse 
una potenza perfetta bisognerebbe che il fattore p vi 
entrasse almeno un’ altra volta, il che non si potrà ottene- 
re senza protrarre la serie Ano a 2p ; ma tra p e 2p 
cade sempre un altro numero primo, al quale può appli- 
carsi lo stesso ragionamento ; dunque ecc. 

62. Processi per riconoscere i divisori dei numeri. Nei 
N. Ann. Terq. 1859, XVIII, pag. 108 sono riportate alcune 
regole del Bouniakowsky per facilitare la determinazione 
del residuo di un numero diviso per un altro ( lo stesso 
argomento è trattato nel T. XIV, p. 117, 123), mi pare 
che nulla si aggiunga a quanto lo esposi nel Saggjo sull’Al- 
gebra degli immaginaci (Mem. 1852, IV, p. 296, § 38 ec.). 

0 
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Cosi per trovare il residuo di 723865 diviso per 37 io 
taglio le cifre di tre in tre, poscia fatto il solito calcolo 
colla cifra t 

723-h 865 
t]7234lT^8 
589 

mi resta da dividere 589 ' per 37. 

63. Si può aggiungere che per riconoscere se un nume- 
ro sia divisibile per \\Z si tagliano le cifre di quattro in 
quattro, si dispongono le parti in ordine opposto, poscia si 
opera colla ci/ra — 2; similmente pel divisore ^31 si 
adopera la ci/ra -|~3 ; e pel divisore 427 si tagliano 
le cifre di tre in tre e si calcola colla cifra — 8 ; eccone 
l'applicazione ai numero 4 87998t 


e rimane da tentare se '19775 sia divisibile per 413, 
se 304 30 lo sia per 4 34, e 55753 lo sìa per 427. 

64. Per la risoluzione numerica delle equazioni parmi 
che spesso non si adoperino i processi di calcolo più op- 
portuni. Cosi nel T. XVI, 4857, p. 355, Q. 334 per risol- 
vere r equazione 

234 cos(a? — a)-|-593 cos2a:=:0 
il Jonquières ne deduce l’equazione del 4.” grado che dà 
coBx , e questa risolve col metodo appropriato alle equa- 
zioni di tal grado che è tediosissimo. Io adopererei invece 
il metodo delle false posizioni coll’ approssimazione lineare 
offerta dalle differenze poste nelle tavole dei logaritmi. Es- 
sendo ix=400‘' 27',8 pongo per prima posizione 
a:=60° 27',8 e calcolo le differenze corrispondenti ad 
un minuto di accrescimento nel valore di x 


9981 -f 187 
. 2 . 9981—19775 113 
3 j 998I-|-30130 131 . 229 


981-1- 879 -t- 1 
— 8 981— 69694-85753 |127 
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KQO 

a=:^00“27',8 log — — 0,409A i Differ. Err.dix 

x= 60” 27', 8 — I cos40“ = 0,4 ^ 6 — 0, i 0 

2a;=420“ S5',6 I sen 30” S6' = 9,74 4 -f- 0,42 

236 : 0,3 2= 737' 

0,40944 

2a-=404"37' 1 sen 44” 37' = 9,40200-4- 97 

x~ 52” 4 8',5—lcos48 9',3=r 0,47680— 4 4 


— 4 476 : 83 =— 4 4',2 
0,40944 

2a;=r4 05“ 6' Isen4 5" 6' 9,4 4 582 93 

,r=: 52” 33' — I co?47” 54',8 0,4 7376 — 4 4 


— 98 : 79 =— 4',24 


dividendo 1' errore 236 ottenuto dalla somma dei loga- 
ritmi per la somma 0,32 delle differenze (il primo cal- 
colo fu fatto con tre sole decimali) ho l’ errore 737' , ed 
osservando che il termine più influente è i cu»2:r esegui- 
sco su di esso la correzione, cioè tolgo da 9,74 4 il pro- 
dotto 737x0,42=309 ; perciò nella seconda posizione 
parto da 9,40200=' coe2.t: , il che conduce (operando 
con cinque decimali) all' errore — 4 476 , che dà la cor- 
rezione — 44',2 nel valore di x oppure di ' 

— 4 4,2x97= — 4 377 nel I cof-2a: ; la terza posizione 
9,44582 conduce all’ errore — 4',24 sicché in fine è 

a=52" 33' -f 1,2 = 52” 34', 2 . 
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In siinii modo si trovano le altre tre radici 

323“ 17', 9 424“ 35', 2 219“ 32', 6 . 

ly’ autore col calcolo più lungo trova più inesattamente 
52" 48' 3" 323“ 36' 30" 4 24“ 48' 43" 219“ 49' 53". 

65. Così pure per l’ equazione del Delambre riportata 
nel T. XVIII, p. 294, che riducendo i gradi in parti deci- 
mali del quadrante è 

3,978539 sen(a:— 0,’ l 5 1 864) 

0,151864 lo;,3,978539 = 0,599724 Differ. Etr. di x 
a;=0,46l9 41 sena- = 7,6027 40,5 

0,01 — lseiiO,OI = 4,8039 —43,4 


63 : —32,9 =— 1,''9 

0,151864 0,599724 

- lsciiO,OIOI9 = 4,795724 —4265 
4> seno, 162054 = 7,604316 -{-1049 


— 236 ;— 32IG =7,"34 

cominciando colla posizione* a:=0, 1619 si trova l’er- 
rore — 0,00019, che moltiplicato per — 43,4 dà nel 
termine più influente 1,8039 l’errore 83, sicché nella 
seconda posizione prendemno circa 1,7956, ed il nuo- 
vo errore 7,”34 ci dà in fine 

a;=0,462054 — 7,”3 =0,4 620467 =4 4“ 35' 3",1 . 
Osservando che ad a:=0,2 le differenze hanno la somma 
nulla, si scorge facilmente che dopo quel punto si troverà 
un' altra radice c cominciando con ;c=0,25 si ha dopo 
pochi tentativi 

a;=0,356029 = 32" 2' 33" ; ecc. 
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